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Μετατροπές Πινάκων

Ανάστροφος

Μιγαδικός Συζυγής

Ερμιτιανός Συζυγής 
(dagger)

<latexit sha1_base64="ElVHrDyLblXFe8WmYTFP+8Hld+0="></latexit>

X =
d→1∑

i,j=0

xij |ei→↑ej |

<latexit sha1_base64="ahRvPQ8MUV/zqVRzzt6BwO2irTA="></latexit>

X → =
d↑1∑

i,j=0

x→
ij |ei→↑ej |

<latexit sha1_base64="cLopWsimIg1jewSLaP9djerU+aM="></latexit>

X † =
d→1∑

i,j=0

x↑
ij |ej→↑ei|

<latexit sha1_base64="eRcVfPt8qAUWB/Nsnms0gYCDEhM="></latexit>

X ↭ =
d→1∑

i,j=0

xij |ej→↑ei|

<latexit sha1_base64="pd7bBWmcEpT5Vh2MB2sRqWye8S0="></latexit>

A =

[
1 2ı

→3i 4

]

<latexit sha1_base64="d8zTnufgKfhubrI13B2COkFAHao="></latexit>

A↭ =

[
1 →3i
2ı 4

]

<latexit sha1_base64="xc+VwIqqJ3AOXpSIoMv/lkxYPqk="></latexit>

A→ =

[
1 →2ı
3i 4

]

<latexit sha1_base64="uDRTuts9jn1U3sMecRNpcmW9Ysw="></latexit>

A† =

[
1 3i

→2ı 4

]

<latexit sha1_base64="gmTi3n6YHceIE1/GIWmuuN+DafM="></latexit>

(XY )↭ = Y ↭X ↭

<latexit sha1_base64="YaeJRD2wtsYvR6M39Vv6u+mPpoI="></latexit>

(ωX + εY )↭ = ωX ↭ + εY ↭

<latexit sha1_base64="VEM0nfbAepN2RCbEd4PpnG23ulc="></latexit>

(ωX + εY )→ = ω→X → + ε→Y →
<latexit sha1_base64="ObMHxNqVQhTA5pDORPsQOOEBa4M="></latexit>

(XY )→ = X →Y →

<latexit sha1_base64="A7bHY3uawqXkFuvgbjPQ0E9dr7s="></latexit>

(ωX + εY )† = ω→X † + ε→Y †
<latexit sha1_base64="5U0upxl9yVUZpPrE/qKimxL+7iw="></latexit>

(XY )† = Y †X †
<latexit sha1_base64="9xbC5smqoKCzbCM/m4GfcMJ6eus="></latexit>

(|x→↑y|)† = |y→↑x|
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Γινόμενο και Μεταθέτες Πινάκων

<latexit sha1_base64="enWL6vVSSmC+9qVesb2Z0veS7yc="></latexit>

XY =
d→1∑

i,j=0

|ei→↑ei|XY |ej→↑ej |

=
d→1∑

i,j=0

↑ei|XY |ej→ |ei→↑j|

=
d→1∑

i,j,k=0

↑ei|X |ek→↑ek|Y |ej→ |ei→↑ej |

=
d→1∑

i,j,k=0

xikykj |ei→↑ej |

Γινόμενο πινάκων : <latexit sha1_base64="ySwxIP/RzxiTkzQPuAWTJfvSk/Y="></latexit>

[X ,Y ]→ = XY →YXΜεταθέτης :
<latexit sha1_base64="wJng3e9Sld6MMaJ5gSRfOYDJHpw="></latexit>

[X ,Y ]→ = 0οι πίνακες μετατίθενται όταν

Αντι-μεταθέτης : <latexit sha1_base64="c79uH210CxrhZzr2tV+h1KueJv0="></latexit>

[X ,Y ]+ = XY +YX

οι πίνακες αντι-μετατίθενται όταν <latexit sha1_base64="fXmNZY4A/mx+0NAtNJS8e7dZWLU="></latexit>

[X ,Y ]+ = 0

Δείτε και παράδειγμα 2.9(β)

<latexit sha1_base64="Ii9loAXWX1YpSkeq4GJrJccaTuk="></latexit>

[X ,Y ]→ = → [Y ,X ]→

<latexit sha1_base64="fEsSWgn418Dbysdka3LrvLcdteY="></latexit>

[X ,Y + Z ]→ = [X ,Y ]→ + [X ,Z ]→

Ιδιότητες :
<latexit sha1_base64="Gm88+TefaqyUr2+eiDYBEO+tulg="></latexit>

[X ,Y ]†→ =
[
Y †,X †]

→

<latexit sha1_base64="9URtXYuzzdZDizhEY41ydwVfkYA="></latexit>

[X ,YZ ]→ = [X ,Y ]→ Z +Y [X ,Z ]→
<latexit sha1_base64="fBQk7hrpcE1UnugMsPx5O3A7Deo="></latexit>

[XY ,Z ]→ = X [Y ,Z ]→ + [X ,Z ]→ Y

Δείτε και πρόβλημα 2.2
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Ορίζουσα Πίνακας

Ορίζουσα πίνακα :
<latexit sha1_base64="rZr2RsteDxkP6pMyOU1E1JW4bXc="></latexit>

det

[
x11 x12

x21 x22

]
= x11x22 → x12x21

<latexit sha1_base64="lyYjnoXZGJUCTkYiQPMNIbp+jkQ="></latexit>

det




x11 x12 x13

x21 x22 x23

x31 x32 x33



 = x11 det

[
x22 x23

x32 x33

]
→ x12 det

[
x21 x23

x31 x33

]
+ x13 det

[
x21 x22

x31 x32

]

Ιδιότητες :
<latexit sha1_base64="c6H7eNHBYHceWdpkmVpD6y1ScOg="></latexit>

det(X →) = det(X )→

<latexit sha1_base64="RlwJYfgiS39uZOdF6Qyy0yKE16E="></latexit>

det(X ) = det(X ↭)

<latexit sha1_base64="qqDrzALkf+xZeNxT96lh1WzhdXI="></latexit>

det(kX ) = kd det(X ) όπου    οι διαστάσεις του πίνακα<latexit sha1_base64="qwPXP2axr5sMAc12F3BzWuzZXII="></latexit>

d

<latexit sha1_base64="taeasEjOhWl8h41gqzO5bubY6jg="></latexit>

det
(
X †) = det(X )→
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Ίχνος Πίνακα

Ίχνος πίνακα :
<latexit sha1_base64="cMkbB81mjFISmJaULC9d5RmTjLo="></latexit>

tr (X ) =
d→1∑

i=0

→ei|X |ei↑ =
d→1∑

i=0

xii

<latexit sha1_base64="saUA0mkadaf0TAZcz/BVta/NOEE="></latexit>

tr








1 2 3
4 5 6
7 8 9







 = 1 + 5 + 9 = 15

<latexit sha1_base64="Sok3ZVKZOgmcVjINWwhVlnWBhDE="></latexit>

tr
(
X †) = (tr(X ))→

<latexit sha1_base64="qH8IArVSkhziL2kQNgOroGjRASo="></latexit>

tr(ωX + εY ) = ω tr(X ) + ε tr(Y )
<latexit sha1_base64="sEUzeI861CCYOxhp0f3TedBg2uA="></latexit>

tr(XYZ ) = tr(ZXY ) = tr(YZX )
<latexit sha1_base64="7jeL8trbynPJv9EHW9rhLNwvt7Q="></latexit>

tr
(
[X ,Y ]→

)
= 0

<latexit sha1_base64="z2Jqx5hALrqPjnmv4ZEmOteX5P0="></latexit>

tr(X ) = tr(X ↭)Ιδιότητες : Δείτε και παραδείγματα 2.16 και 2.20

Εσωτερικό Γινόμενο :

Δείτε και πρόβλημα 2.1(γ)

<latexit sha1_base64="MBmXXya9D7gNBwWKsnTKconLi5c="></latexit>

tr(|x→↑y|) =
d→1∑

i=0

↑ei |x→↑y| ei→

=
d→1∑

i=0

↑y|ei→ ↑ei|x→

= ↑y|x→
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Βασικά Ήδη Πινάκων

Ο αντίστροφος ενός πίνακα υπάρχει μόνο για τετραγωνικούς πίνακες με μη-μηδενική ορίζουσα, όπου :
<latexit sha1_base64="AbTeyE/mIFw7V2usEJPpXgi9zMY="></latexit>

XX→1 = X→1X = I

Ένας πίνακας ονομάζεται κανονικός όταν :
<latexit sha1_base64="WOLOCqnJcBHk9yIDGEqiyMdTX3Y="></latexit>

N †N = NN †

Ένας πίνακας ονομάζεται διαγώνιος όταν :

Ένας πίνακας ονομάζεται τετραγωνικός όταν έχει ίσο αριθμό γραμμών και στηλών. Αλλιώς ονομάζεται ορθογώνιος.

<latexit sha1_base64="S73ClYwj2g9FzFa4L/2tuGaAyMY="></latexit>

X =





ω 0 · · · 0
0 ω · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · ω





Δείτε και παράδειγμα 2.13

Σχόλιο : Όλοι οι πίνακες που μας ενδιαφέρουν σε 
αυτό το μάθημα θα είναι τετραγωνικοί και κανονικοί.
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Ιδιοτιμές και Ιδιοδιανύσματα
<latexit sha1_base64="BV1cNpiQdh9QUZD5nI7bvk8w7Ek="></latexit>

X |y→ = ω |y→

ιδιοτιμή

ιδιοδιάνυσμα (δεν είναι μοναδικά)
Οι ιδιοτιμές είναι οι λύσεις της εξίσωσης :

Οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα ενός πίνακα ορίζονται από την εξίσωση :

<latexit sha1_base64="HPWVnqhGFbss1S0vp+1XvQnQ5dk="></latexit>

N =
d→1∑

i=0

ωi |ei→↑ei|

ιδιοτιμή

ιδιοδιάνυσμα

Ίχνος και ορίζουσα μέσω ιδιοτιμών :

χαρακτηριστικό πολυώνυμο

<latexit sha1_base64="nJTUVRpFzvanjCkP5SkQxWllqoc="></latexit>

tr(X ) =
∑

i

ωi

<latexit sha1_base64="vFG2sTfcsdpiUntD9vuUqw2DyYY="></latexit>

det(X ) =
∏

i

ωi

Δείτε και παραδείγματα 2.13 και 2.21

Για έναν κανονικό πίνακα η φασματική αποσύνθεση είναι :
<latexit sha1_base64="tPWKtCmmGbX7yXE9XFZD91uO9mM="></latexit>

N→1 =
d→1∑

i=0

1

ωi
|ei→↑ei|

<latexit sha1_base64="yaERASRF0mON5ARgG4R5Exi5dNw="></latexit>

f(N ) =
d→1∑

i=0

f(ωi) |ei→↑ei|Συνάρτηση κανονικού πίνακα :

<latexit sha1_base64="vF3gfxTn1R00ic9amGD9W/LSDWw="></latexit>

det(X → ωI ) = 0
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Μοναδιακός Τελεστής
<latexit sha1_base64="UDj6bk4rA0Nm0NUEvQT1BXD/EFc="></latexit>

ωi → RΈνας τελεστής ονομάζεται μοναδιακός όταν : όπου με
<latexit sha1_base64="xdS+S3E5fdi/J7Lo8zpeY5HVGXU="></latexit>

U =
d→1∑

i=0

eıωi |ei→↑ei|

Δείτε και παράδειγμα 2.18

<latexit sha1_base64="Jms55gK5Y701X4HKUZsh5JBpLk0="></latexit>

U † = U→1

<latexit sha1_base64="Zng4bXyNCchhzHvSASIqz7Vrmzg="></latexit>

UU † = U †U = I

Δείτε και πρόβλημα 2.8

Μια βάση μετατρέπεται σε άλλη βάση μέσω ενός μοναδιακού μετασχηματισμού
<latexit sha1_base64="HLghNg6Csnklj0cNyh1xqbOly4k="></latexit>

|ei→ =
∑

j

|hj→ ↑hj |ei→

=
∑

j

↑hj |ei→ |hj→

=
∑

j

Uji |hj→

<latexit sha1_base64="7FtaNvBPvC7zuNTGOX4WXyhpxpg="></latexit>

U =




→h0|e0↑ →h0|e1↑ →h0|e2↑
→h1|e0↑ →h1|e1↑ →h1|e2↑
→h2|e0↑ →h2|e1↑ →h2|e2↑





Η φασματική αποσύνθεση ενός κανονικού πίνακα δίνεται από :
<latexit sha1_base64="j88CxtP8iNERzAy5fDqc5Xn/EzE="></latexit>

N =
d→1∑

i=0

ωi |ei→↑ei| = UDU †

οι στήλες του είναι τα ιδιοδιανύσματα

διαγώνιος

Δείτε και πρόβλημα 2.10
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Άλλα Είδη Κανονικών Τελεστών
<latexit sha1_base64="FO+wXvyq2FrDOv/7m75ZKgeQ0P0="></latexit>

H
† = H

<latexit sha1_base64="qWxkIPSg+ppDmnGlgRQHKk2AZgE="></latexit>

ωi → RΈνας τελεστής ονομάζεται Ερμιτιανός όταν : όπου με
<latexit sha1_base64="9AX2dsmxDHSUZjBg5lYJ5H879zA="></latexit>

H =
d→1∑

i=0

ωi |ei→↑ei|

<latexit sha1_base64="tPcyGmH1RWxpdXxRSXJx15h6WIw="></latexit>

P ↭ 0
<latexit sha1_base64="0YXdxhRpqsEQPEaBT23MYZ+1YN4="></latexit>

ωi → R+Ένας τελεστής ονομάζεται θετικός όταν : όπου με
<latexit sha1_base64="rRUKsTtR39Oz0Vuo8ROk+Bdl9hI="></latexit>

P =
d→1∑

i=0

ωi |ei→↑ei|

<latexit sha1_base64="DThWFq8KOBz1pgPerC6i+V7hzho="></latexit>

! = ! 2Ένας τελεστής ονομάζεται προβολικός όταν : όπου με
<latexit sha1_base64="MtCtOAlLoR7gjs1z/C9fALIHDx8="></latexit>

! =
k→1∑

i=0

|ei→↑ei|

<latexit sha1_base64="pHE/9p+M0OhPKko1geUbEGVa1JU="></latexit>

I |ω→ = |ω→Ένας τελεστής ονομάζεται μοναδιαίος ή ταυτοτικός όταν : όπου
<latexit sha1_base64="wQ3B4It9hC4qzEWb4D63pPwxEc4="></latexit>

I =
d→1∑

i=0

|ei→↑ei|

Δείτε και παράδειγμα 2.7(α)

Δείτε και παράδειγμα 2.8
Δείτε και προβλήματα 2.1(δ), 2.4

Στο πρόβλημα 2.4(α) πρέπει να υποθέσουμε και μεταθετικότητα

<latexit sha1_base64="hsn9sWNe3QvBNkcEojofnbPZwg0="></latexit>

k < d
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Είδη Τελεστών

<latexit sha1_base64="Di84WQWvEJ3r0Dvi7C75N4+qBdA="></latexit>

U

<latexit sha1_base64="/wLKfG8oHpQ7TPd/wlJ86eHf0N0="></latexit>

P

<latexit sha1_base64="nUO3giTEM+Ru5acdF0QUTztRLSA="></latexit>

H

<latexit sha1_base64="B/5eTsupPsxE/ZKKYrgV6sZar20="></latexit>

N

<latexit sha1_base64="fXrqmgdWZCCzsH63ZJI5PpXmrAc="></latexit>

I

<latexit sha1_base64="P9ilDkgD+FIAzjPw1UYVRTnOchE="></latexit>

⇧

Ερμιτιανοί Τελεστές

Κανονικοί Τελεστές

Θετικοί Τελεστές

Προβολικοί Τελεστές

Ταυτοτικοί Τελεστές

Μοναδιακοί Τελεστές

<latexit sha1_base64="IC94HBrseS+QZa3mOFeRkvUn+nE="></latexit>

ωi → C

<latexit sha1_base64="qWxkIPSg+ppDmnGlgRQHKk2AZgE="></latexit>

ωi → R

<latexit sha1_base64="0YXdxhRpqsEQPEaBT23MYZ+1YN4="></latexit>

ωi → R+

<latexit sha1_base64="ClLVDgHxjuJmmstVF1aTFBjuxYc="></latexit>

ωi → {0, 1}

<latexit sha1_base64="y8uu7Z65qLcP7A+N0+cuv8W5RTU="></latexit>

ωi = 1 → i

<latexit sha1_base64="nwZlE7HMZIHTLjU0G1dvwpQmeyk="></latexit>

ωi = eıωi

<latexit sha1_base64="nmKgJqCjNoZDU2VWzuwQr0wRXgA="></latexit>

N =
d→1∑

i=0

ωi |ei→↑ei|
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Απόδειξη για Ερμιτιανούς Τελεστές

<latexit sha1_base64="CCZUjLOytxNuZFeFAhwix3u/5hA="></latexit>

} <latexit sha1_base64="YVQTKh98/R7av4SdVhtGFY5hgQo="></latexit>

H = H
†αφού

<latexit sha1_base64="K+RhGF4wtwNtzHgNlJWXCrLaSNg="></latexit>

H |ei→ = ωi |ei→ ↑ ↓ej |H |ei→ = ωi ↓ej |ei→ = ωiεij

<latexit sha1_base64="m/9ZzFusylstTOzTclNZh2NWXVs="></latexit>

i = j → ωij = 1 → εi = ε→
i → πραγματικές ιδιοτιμές

<latexit sha1_base64="27HWgQ3N0PgIcWZlHfgHYfCXxWM="></latexit>

→ej |H † = →ej |ω→
j ↑ →ej |H † |ei↓ = ω→

j →ej |ei↓ = ω→
jεij

<latexit sha1_base64="svFbkMUmvdWNR+zicsS2bDy+Huw="></latexit>

(ωi → ω→
j )εij = 0

ορθογώνια ιδιοδιανύσματα

Οι ιδιοτιμές ενός Ερμιτιανού τελεστή είναι πραγματικοί αριθμοί και τα ιδιοδιανύσματά του ορθογώνια μεταξύ τους

<latexit sha1_base64="Bo+IanzBLoKbohDDpddDBSS3/0k="></latexit>→

<latexit sha1_base64="wN/+yE8tkXsUJBWXa4Sh8MxNC2Q="></latexit>

i →= j ↑ ωij = 0 ↓ ↔ei|ej↗ = 0 ↑
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Τανυστικό Γινόμενο

<latexit sha1_base64="8/ySBiqyL13Cx2mfQejLP+yTTRA="></latexit>

X =
d→1∑

i,j=0

xij |ei→↑ej |

<latexit sha1_base64="SmdZx3bYM2gutiuK60z5VD+NaAE="></latexit>

Y =
d→1∑

k,ω=0

ykω |ek→↑eω|

<latexit sha1_base64="lbFrbbKFFgSIVQALyXGd5QWZL7Y="></latexit>

X =

[
x11 x12

x21 x22

] <latexit sha1_base64="l9GVqdFvwZsi1PoOPe6Dzh8lY24="></latexit>

Y =

[
y11 y12
y21 y22

]

<latexit sha1_base64="M2GSEOIoaHOjeN6c7baap4C4Ep0="></latexit>

X → Y =

[
x11Y x12Y
x21Y x22Y

]
=





x11

[
y11 y12
y21 y22

]
x12

[
y11 y12
y21 y22

]

x21

[
y11 y12
y21 y22

]
x22

[
y11 y12
y21 y22

]



 =





x11y11 x11y12 x12y11 x12y12
x11y21 x11y22 x12y21 x12y22
x12y11 x12y12 x22y11 x22y12
x12y21 x12y22 x22y21 x22y22





<latexit sha1_base64="2QfkTeLjy4wcEOZX3SYlVty+MDA="></latexit>

tr(X →Y ) = tr(X ) tr(Y )

Το τανυστικό γινόμενο δύο πινάκων ορίζεται ως :

Για παράδειγμα :

Ιδιότητες : <latexit sha1_base64="hTUlCswlVgD0rge5WBQuCYfVJak="></latexit>

(X1 +X2)→Y = X1 →Y + X2 →Y
<latexit sha1_base64="q2V/bbAiBxZTU+5TPsdT9gjLwFE="></latexit>

(ωX )→Y = X → (ωY )
<latexit sha1_base64="HLynf5GSBU7CqQsyc03ojPCcgKo="></latexit>

(X →Y )† = X † →Y †

<latexit sha1_base64="jpKKKxBhDes6t9qDgJcEmwvVoV4="></latexit>

X → Y =
d→1∑

i,j=0

d→1∑

k,ω=0

xijykω |ei↑ → |ek↑↓ej |→ ↓eω|
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Δείτε Προβλήματα

Δείτε και προβλήματα 2.11, 2.12, 2.14, 2.17, 2.18


