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Χρονική Εξέλιξη Κβαντικής Κατάστασης

Η χρονική εξέλιξη μιας κβαντικής κατάστασης περιγράφεται από έναν μοναδιακό τελεστή

Η κανονικοποίηση της κατάστασης διατηρείται κατά τη διάρκεια της χρονικής εξέλιξης :

Παράδειγμα. Αν έχουμε την κβαντική κατάσταση                                   που εξελίσσεται με βάση τον τελεστή
<latexit sha1_base64="SOrR2VjFFO9BJOZaL7OxL8DjgNM="></latexit>

|ω→ =
√

1

3
|0→+

√
2

3
|1→

<latexit sha1_base64="R7zSVjnMnLjj6uFB5qqIFE0hADM="></latexit>

X |ω→ = (|0→↑1|+ |1→↑0|)
(√

1

3
|0→+

√
2

3
|1→

)

=

√
1

3
|0→ ↑1|0→+

√
2

3
|0→ ↑1|1→+

√
1

3
|1→ ↑0|0→+

√
2

3
|1→ ↑0|1→

=

√
2

3
|0→+

√
1

3
|1→

ποια είναι η τελική κατάσταση?
<latexit sha1_base64="skYYOMenflzjTfZYScsGIERr2Yc="></latexit>

X = |0→↑1|+ |1→↑0|

<latexit sha1_base64="cy5ZKcMRlqUhShzO3hzpE37o3fE="></latexit>

|ω(t)→ = U (t) |ω(t0)→

<latexit sha1_base64="7izP42xWKCJEjA0CAWhbcCWIMwU="></latexit>

→U (t) |ω(t0)↑→ =
√

↓ω(t0)|U †(t)U (t) |ω(t0)↑ =
√

↓ω(t0)|ω(t0)↑ = 1
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Εξίσωση και Εικόνα του Schrödinger

Για κάθε Ερμιτιανό τελεστή    ο τελεστής                      είναι μοναδιακός :
<latexit sha1_base64="OKwROolQEVAsOJ15gbe1KrcUUHA="></latexit>

H

Έστω                      όπου     είναι η Χαμιλτονιανή του κβαντικού συστήματος και    η σταθερά του Planck.
<latexit sha1_base64="OKwROolQEVAsOJ15gbe1KrcUUHA="></latexit>

H
<latexit sha1_base64="VYYlx8n2TEV7oQ8pa5xAM6sw7cE="></latexit>⊋

Στην εικόνα του Schrödinger η κατάσταση αλλάζει με τον χρόνο ενώ οι ιδιότητες παραμένουν σταθερές.

<latexit sha1_base64="5HuWrE9+FedqdUIDqxLFmhluPSo="></latexit>

d |ω(t)→
dt

= ↑ ı

⊋H e→
ı
⊋ tH |ω(t0)→ = ↑ ı

⊋H |ω(t)→ ↓ ı⊋d |ω(t)→
dt

= H |ω(t)→

<latexit sha1_base64="Dko0f8D+0oos2NwOTCcZCOFKkRs="></latexit>

|ω(t)→ = U (t) |ω(t0)→ = e→
ı
⊋H t |ω(t0)→Παραγωγίζουμε τη σχέση και παίρνουμε την εξίσωση του Schrödinger

<latexit sha1_base64="R0PQbLj8E0Tj9WhGw9OQZjwIRME="></latexit>

U (t) = e→
ı
⊋ tH

<latexit sha1_base64="R0PQbLj8E0Tj9WhGw9OQZjwIRME="></latexit>

U (t) = e→
ı
⊋ tH

<latexit sha1_base64="F7Ea6GxXBwntuu66KpNiU4M7qwc="></latexit>

U (t)† =
(
e→

ı
⊋ tH

)†
= e

ı
⊋ tH †

= e
ı
⊋ tH

Άρα

<latexit sha1_base64="gZI1hB1FHl6f+1AcKezWxfQ0jng="></latexit>

U (t)U (t)† = e
ı
⊋ tH e→

ı
⊋ tH = eO = exp

{
∑

i

0 |ei→↑ei|
}

=
∑

i

e0 |ei→↑ei| =
∑

i

1 · |ei→↑ei| = I
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Κβαντικές Καταστάσεις
<latexit sha1_base64="OrP4DD0dgGBpfL0uFCWTLtYffxs="></latexit>

|0→

<latexit sha1_base64="+bj8hpKAXURKt57I9W0lGQkVIwk="></latexit>

|1→ <latexit sha1_base64="Yx4AuRC4h4wQji0oRnylcs11tMc="></latexit>'

<latexit sha1_base64="XPgrtiX4KoCYl0NzCi/OLuuPCsM="></latexit>

|+ı→

<latexit sha1_base64="AQtN4NUr+mLMzGwW5iaDJhiNdnw="></latexit>

|→ı↑
<latexit sha1_base64="tGtfTu3gGcBWw9qG9erTg5N09zo="></latexit>

|+→

<latexit sha1_base64="wOwbtA1NA0woWDbqeCkwVJfMZks="></latexit>

|→↑

<latexit sha1_base64="Ma2lANmlnz/utjWx0emCyQ8smlY="></latexit>

|ω→
<latexit sha1_base64="F30iDHw7O99Lfj3vn9DXCq12qn4="></latexit>

H |ω→

<latexit sha1_base64="TsrdS6Typ2TChSbspGEcYo9/PfM="></latexit>

H =
1→
2

[
1 1
1 ↑1

]
= |0↓↔+|+ |1↓↔↑|

<latexit sha1_base64="SJvP6BS+pF5d7hnIjK3qN/KplRM="></latexit>

H |+→ = |0→
<latexit sha1_base64="WRkF7o5YDMTBqqkpXazeXJzaccw="></latexit>

H |→↑ = |1↑

<latexit sha1_base64="bm4p/xYKs0xaIE06FzWP6Aw9t6c="></latexit>

HS |ω→

<latexit sha1_base64="AuklBMkxdE3DCXpUY0wJ+WhzYIU="></latexit>

HS =
1→
2

[
1 ı
1 ↑ı

]
= |+ı↓↔+|+ |↑ı↓↔↑|

<latexit sha1_base64="2lBqO3xMp4w6NQCWTaFXCs1GtGw="></latexit>

HS |+→ = |+ı→
<latexit sha1_base64="9ZCIC+l+J+zHmGGLJPsMr9Ng2PA="></latexit>

HS |→↑ = |→ı↑

<latexit sha1_base64="EPpzAf3/Ah5i3qqa+xC4B5Kp4uM="></latexit>

S =

[
1 0
0 ı

]
= |0→↑0|+ ı |1→↑1|

<latexit sha1_base64="gDSR6YSIctzjZIvwQa1dEDwQ+ks="></latexit>

ω = ε/2

Σειρά των πράξεων :
<latexit sha1_base64="L0Zh92cHQdY0wDvPcFT4PamYPO0="></latexit>

|ω→ ↑ A |ω→ ↑ BA |ω→ ↑ CBA |ω→

<latexit sha1_base64="tGtfTu3gGcBWw9qG9erTg5N09zo="></latexit>

|+→
<latexit sha1_base64="wOwbtA1NA0woWDbqeCkwVJfMZks="></latexit>

|→↑
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Εικόνα του Heisenberg

Στην εικόνα του Heisenberg η κατάσταση μένει σταθερή στον χρόνο ενώ οι ιδιότητες αλλάζουν.

Η αναμενόμενη τιμή μιας ιδιότητας στο πέρασμα του χρόνου πρέπει να είναι ίδια και στις δύο εικόνες.

Αναμενόμενη τιμή στην εικόνα του Schrödinger:
<latexit sha1_base64="yElVQPV51BwgV1LVNhenXvMl4eo="></latexit>

→ω(t)|A |ω(t)↑ = →ω(t)|A(t0) |ω(t)↑

<latexit sha1_base64="cy5ZKcMRlqUhShzO3hzpE37o3fE="></latexit>

|ω(t)→ = U (t) |ω(t0)→Δεδομένης της σχέσης έχουμε
<latexit sha1_base64="BBhBHPBXSJaPPsUfkwTvN2lAmXM="></latexit>

→ω(t0)|U †(t)A(t0)U (t) |ω(t0)↑ = →ω|A(t) |ω↑

Άρα η ιδιότητα αλλάζει στον χρόνο ως εξής :
<latexit sha1_base64="qk4AjbQHdX65kJ83wMDWwdfXo0o="></latexit>

A(t) = U †(t)A(t0)U (t)

<latexit sha1_base64="4vWA7cCXO0G5y0qV6e4V6mF2Lsk="></latexit>

AH(t) = U †(t)ASU (t)Άρα έχουμε τη σχέση μεταξύ των δύο εικόνων :
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Εξίσωση Heisenberg

Παραγωγίζουμε τη σχέση                                  παίρνουμε :

<latexit sha1_base64="cy5ZKcMRlqUhShzO3hzpE37o3fE="></latexit>

|ω(t)→ = U (t) |ω(t0)→

<latexit sha1_base64="4vWA7cCXO0G5y0qV6e4V6mF2Lsk="></latexit>

AH(t) = U †(t)ASU (t)

<latexit sha1_base64="Ataey86E8stDRJ+sATwWk/6CItc="></latexit>

dAH(t)

dt
=

dU †(t)

dt
ASU (t) +U

†(t)
ωAS

ωt
U (t) +U

†(t)AS

dU (t)

dt

=
ı

⊋U
†(t)HASU (t) +U

†(t)
ωAS

ωt
U (t)→ ı

⊋U
†(t)ASHU (t)

=
ı

⊋U
†(t) [H ,AS]→ U (t) +U

†(t)
ωAS

ωt
U (t)

=
ı

⊋ [H ,AH]→ +
ωAH

ωt

<latexit sha1_base64="XEP9Tcg76LvU/Wfo2MaIC9ei+mg="></latexit>

ı⊋d |ω(t)→
dt

= H |ω(t)→ ↑ ı⊋dU (t)

dt
|ω(t0)→ = HU (t) |ω(t0)→ ↓

dU (t)

dt
= ↔ ı

⊋HU (t)

Δεδομένου πως                                 έχουμε

<latexit sha1_base64="lyW/2Vonwc7ZRQffc5gPHJW3q8c="></latexit>

→ı⊋d ↑ω(t)|
dt

= ↑ω(t)|H ↓ →ı⊋ ↑ω(t0)|
dU †(t)

dt
= ↑ω(t0)|U †(t)H ↔ dU †(t)

dt
=

ı

⊋U
†(t)H
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Χρονική Εξέλιξη Αναμενόμενων Τιμών

Η παράγωγος της αναμενόμενης τιμής είναι :

Η αναμενόμενη τιμή ενός τελεστή είναι σταθερή στο χρόνο αν : (i) δεν εξαρτάται από το χρόνο και (ii) 
μετατίθεται με τη Χαμιλτονιανή, π.χ. η ενέργεια ενός απομονωμένου συστήματος διατηρείται.

Παραγωγίζοντας τη σχέση                               παίρνουμε :
<latexit sha1_base64="xYao2s4Co0xSDxW5wqSC1+k9V1Y="></latexit>

→A↑ = →ω(t)|A |ω(t)↑
<latexit sha1_base64="fVtbFGwQO+ow2j5kiB10CjohTdM="></latexit>

d→A↑
dt

=

(
d →ω(t)|

dt

)
A |ω(t)↑+ →ω(t)| εA

εt
|ω(t)↑+ →ω(t)|A

(
d |ω(t)↑

dt

)

<latexit sha1_base64="wWY8087GsdQjXYCSqmzAZnOMlew="></latexit>

ı⊋d |ω(t)→
dt

= H |ω(t)→ ↑ d |ω(t)→
dt

= ↓ ı

⊋H |ω(t)→
<latexit sha1_base64="/+RVAFZLahoPQ0UhYuXKhwXpOvo="></latexit>

→ı⊋d ↑ω(t)|
dt

= ↑ω(t)|H ↓ d ↑ω(t)|
dt

=
ı

⊋ ↑ω(t)|H

<latexit sha1_base64="r6BK85StM56BXk2Msm+MFkMjrvQ="></latexit>

d→A↑
dt

=
ı

⊋ →ω(t)|HA |ω(t)↑ ↓ ı

⊋ →ω(t)|AH |ω(t)↑+ →εA
εt

↑

=
ı

⊋ →ω(t)| [H ,A]→ |ω(t)↑+ →εA
εt

↑

=
1

ı⊋ →[A,H ]→↑+ →εA
εt

↑
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Θεώρημα του Ehrenfest

Η κλασική φυσική είναι υποπερίπτωση της κβαντικής φυσικής.

Για τη Χαμιλτονιανή
<latexit sha1_base64="R4m/prdHjoKtMSoxyxIYq0ryj00="></latexit>

H =
P

2

2m
+V (X , t)

<latexit sha1_base64="ebbM4hxGs1QYtpKdZE69ZwPZxho="></latexit>

[X ,P ]→ = ı⊋I

<latexit sha1_base64="9URtXYuzzdZDizhEY41ydwVfkYA="></latexit>

[X ,YZ ]→ = [X ,Y ]→ Z +Y [X ,Z ]→

<latexit sha1_base64="8Wxc2SxymAcxlTI8qim+mfvy9Nk="></latexit>[
X ,P2

]
→ = [X ,PP ]→ = [X ,P ]→ P + P [X ,P ]→ = 2ı⊋P

<latexit sha1_base64="xn8H0STgzsGsuoXuMZb6XK8OHgU="></latexit>

[X , V (X , t)]→ = O

<latexit sha1_base64="EO8FCjdNg+vt3pIvxmAEvmtb1ww="></latexit>

dx

dt
=

p

m
→ p = m

dx

dt
= mvΚατά αντιστοιχία του ορισμού της ορμής στην κλασική φυσική :

<latexit sha1_base64="eCn7tbkWpU2LwakJw2OTuPYfZMk="></latexit>

d

dt
→X ↑ = 1

ı⊋ →[X ,H ]→↑

=
1

ı⊋

〈[
X ,

P
2

2m
+V (X , t)

]

→

〉

=
1

2ım⊋ →
[
X ,P2

]
→↑

=
1

m
P
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Θεώρημα του Ehrenfest

Η κλασική φυσική είναι υποπερίπτωση της κβαντικής φυσικής.

Για τη Χαμιλτονιανή
<latexit sha1_base64="R4m/prdHjoKtMSoxyxIYq0ryj00="></latexit>

H =
P

2

2m
+V (X , t)

Κατά αντιστοιχία του ορισμού της δύναμης στην κλασική φυσική :

<latexit sha1_base64="/d7Eblr+K2w5rGHAUNDqY1dEAJM="></latexit>

d

dt
→P↑ = 1

ı⊋ →[P ,H ]→↑

=
1

ı⊋

〈[
P ,

P
2

2m
+V (X , t)

]

→

〉

=
1

ı⊋ →[P ,V (X , t)]→↑

= ↓→↔V (X , t)↑
<latexit sha1_base64="LeC0MkFxAntFGc/1EL5ZhBQ9EN4="></latexit>

dp

dt
= →↑V (x, t) = F

<latexit sha1_base64="kZwDVG12WJNliG7StQoMHVKPuho="></latexit>

[P ,V (X , t)]→ = →ı⊋↑V (X , t)


