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Στροφορμή

Στην κλασική φυσική η στροφορμή ορίζεται ως :
<latexit sha1_base64="pGfhI2+/1R4EEN0g2GHQTANBsaA="></latexit>

ωx = ypz → zpy
<latexit sha1_base64="tAqrYllwzblFhOUOBQLKNdfEpJ0="></latexit>

ωy = zpx → xpz
<latexit sha1_base64="f8RCgoN7nCPCIMeIdtYnW2ZaxnM="></latexit>

ωz = xpy → ypx

<latexit sha1_base64="k2yZtvL4AOqsv/QXmfguKsOJ3A4="></latexit>

→ωε → =
√
ε2x + ε2y + ε2z

<latexit sha1_base64="ajzR+W2Mi/glfF/aP7majkIptOY="></latexit>

ωε = ωr → ωp
<latexit sha1_base64="ivJhq4/Tpm/mG9WQ/wc1pXkLjDo="></latexit>

ωε =




εx
εy
εz





<latexit sha1_base64="2w80ZsWn2/ppmGI7mzK9zsdpsMw="></latexit>

→ωε →2 = ε2x + ε2y + ε2z

Το        είναι το μέτρο της στροφορμής, το οποίο είναι ανάλογο της περιστροφικής κινητικής ενέργειας.
<latexit sha1_base64="+763PcUk3XO4XtZDanhhn+ag4zc="></latexit>

→ωε →2

Στην κβαντική φυσική η στροφορμή ορίζεται ως : <latexit sha1_base64="XWMqxVrWYJDSmHVTLsap+slx9Vc="></latexit>

J = R → P

<latexit sha1_base64="3RuY5NEUGEua2pyMSwl6aIYbyBo="></latexit>

ωε

<latexit sha1_base64="wdH2CUWtdEaG7xiq8D9HsBisfgw="></latexit>

ωr
<latexit sha1_base64="9FyIVGy/DiBPk2HuITL4hVYm6oI="></latexit>

ωp

<latexit sha1_base64="0ANLCsIPQnYxXDtz46t1UQEr1rA="></latexit>

Jx = YPz → ZPy
<latexit sha1_base64="Zg5HtHhntsN7TEz/lXlbkZp5aZQ="></latexit>

Jy = ZPx →XPz
<latexit sha1_base64="YSGunZCJeHrwculvLErf/7ir4XY="></latexit>

Jz = XPy →YPx

<latexit sha1_base64="ooIK6NuZaojCu8S7K+ojHNFZks4="></latexit>

J 2 = J 2
x + J 2

y + J 2
z

<latexit sha1_base64="y3mM5tZx+6Y+JJAaLXyZyDmqvQ4="></latexit>

J =




Jx
Jy
Jz



Διανυσματικός τελεστής :

Βαθμωτός τελεστής :
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Κοινά Ιδιοδιανύσματα Τροχιακής Στροφορμής
<latexit sha1_base64="VgrQGpbVO4d0O1vjPcPCQx6U9a8="></latexit>

[X ,Px]→ = ı⊋I
<latexit sha1_base64="Y2dwdeab9qq2I8MM1oSItdcDsVw="></latexit>

[Y ,Py]→ = ı⊋I
<latexit sha1_base64="gvN5TWKEoVvMD2HsSanLaHAOWg0="></latexit>

[Z ,Pz]→ = ı⊋I

<latexit sha1_base64="wfsG2T9cFIfnFmf9NTqTHzBVK90="></latexit>

[X ,Py]→ = O
<latexit sha1_base64="JSSEjWbGiIPoifsUv1t2zBPuA0Y="></latexit>

[X ,Pz]→ = O

<latexit sha1_base64="EAGoyf0C/BT4godbNQNId4QAHY0="></latexit>

[Y ,Px]→ = O
<latexit sha1_base64="1q0Ylsdy/eKlE/0MBcymarMUBKM="></latexit>

[Y ,Pz]→ = O

<latexit sha1_base64="4A9mDcGvOaZKKFKxdzRUJ0M4DNE="></latexit>

[Z ,Px]→ = O
<latexit sha1_base64="qjpzM89b/4lYDGdBf+U0SyCZ5u8="></latexit>

[Z ,Py]→ = O

Δείτε και παράδειγμα 5.1

<latexit sha1_base64="TSFllG577OTVwR5j4LynpwgHe1s="></latexit>

[Jx, Jy]→ = ı⊋Jz
<latexit sha1_base64="1sV2EfrXBfpEwrSvhvduEi+2BRE="></latexit>

[Jy, Jz]→ = ı⊋Jx
<latexit sha1_base64="XWNOoCE/HRTz3u6nWzgcDDVBSS8="></latexit>

[Jz, Jx]→ = ı⊋Jy

<latexit sha1_base64="N08zNb4aqg9UPIwn1tAVVESW+Hw="></latexit>[
J
2, Jx

]
→ = O

<latexit sha1_base64="Z6RMRMHwXlSWP0H+amuhROqcAZg="></latexit>[
J
2, Jy

]
→ = O

<latexit sha1_base64="LZa2nX1BlSKSWn1x+YUoHmITqd0="></latexit>[
J
2, Jz

]
→ = O

Οι τελεστές     και     μετατίθενται, άρα έχουν ένα σύνολο κοινών ιδιοδιανυσμάτων.
<latexit sha1_base64="vhI9iR0glVZau5LAiSh5HMClQDc="></latexit>

Ji
<latexit sha1_base64="y2kYRxrRtp8qMvnZ2qLAY0bk0Bw="></latexit>

J 2

Ο παράγοντας    εισάγεται έτσι ώστε τα    και    να είναι αδιάστατα.<latexit sha1_base64="gIib7bbI60Fs4HHt0PDWasfAapU="></latexit>a
<latexit sha1_base64="B8CmgC35i0teA72bPUI/lJGZkn0="></latexit>

b
<latexit sha1_base64="VYYlx8n2TEV7oQ8pa5xAM6sw7cE="></latexit>⊋

Σχέσεις μεταθετών :

Η απόδειξη στις σχέσεις (5.7) και (5.21) στο βιβλίο

Δείτε και παράδειγμα 5.2

<latexit sha1_base64="gsuGlYQ6Jx0uTufVDxROHzfydI4="></latexit>

→a→, b→|a, b↑ = ωa→,aωb→,b

<latexit sha1_base64="SKxHqqcsFf23yt5+VtKiJwq+J9I="></latexit>

J 2 |a, b→ = ⊋2a |a, b→
<latexit sha1_base64="f3vgUPwz0PGPB0ft9oSo0s3HLXg="></latexit>

Jz |a, b→ = ⊋b |a, b→

<latexit sha1_base64="S99zEfASKvFHjPYyQRh9I3uKRHY="></latexit>

J 2 |ω→ = ⊋2a |ω→
<latexit sha1_base64="PoJubfSXiQinBAlvOLsE1WoqFGk="></latexit>

Jz |ω→ = ⊋b |ω→

<latexit sha1_base64="CCZUjLOytxNuZFeFAhwix3u/5hA="></latexit>

} <latexit sha1_base64="Bo+IanzBLoKbohDDpddDBSS3/0k="></latexit>→
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Τελεστές Αναβίβασης και Υποβίβασης

Ορίζουμε τους τελεστές αναβίβασης και υποβίβασης :

Σχέσεις μεταθετών :

<latexit sha1_base64="JDns0/c/fP/HCrEBDlIL1B9/6Bw="></latexit>

J± = Jx ± ıJy

Αντίστοιχα έχουμε τις σχέσεις :                           και
<latexit sha1_base64="8/1d4QEdvhZ/jerEm35MTlNPILc="></latexit>

Jx =
1

2
(J+ + J→)

<latexit sha1_base64="seHW1vrPVr0wPXnKfdz0X2eaXtw="></latexit>

Jy =
1

2ı
(J+ → J→)

<latexit sha1_base64="ulCaytsvoj0fuhnTH2ZWAVSzTKA="></latexit>[
J
2, J±

]
→ = O

<latexit sha1_base64="1cvPswOnWIuLizlU+RwOq8uzRLc="></latexit>

[J+, J→]→ = 2⊋Jz
<latexit sha1_base64="Y7dFk38nfKuEDj+aICN1HSqaIH8="></latexit>

[Jz, J±]→ = ±⊋J±

<latexit sha1_base64="HmGouNhQoY5TPMRj9Yp+SyIhrxA="></latexit>

J †
+ = J †

x → ıJ †
y = Jx → ıJy = J→

<latexit sha1_base64="qR1dazhnE/S9QS2aqbmm7YaKiUA="></latexit>

J †
→ = J †

x + ıJ †
y = Jx + ıJy = J+Για τους οποίους ισχύει :                                                  και

Επίσης λαμβάνουμε τις σχέσεις :
<latexit sha1_base64="NoUl74qZd2zJ+WKprBM6zGpzYbk="></latexit>

J+J→ = (Jx + ıJy)(Jx → ıJy)

= J 2
x → ıJxJy + ıJyJx + J 2

y

= J 2
x → ı [Jx, Jy]→ + J 2

y

= J 2
x + J 2

y + ⊋Jz
= J 2 → J 2

z + ⊋Jz

<latexit sha1_base64="5pNNKDZ0HFEzfg/2mI1v1lSKmY0="></latexit>

J→J+ = (Jx → ıJy)(Jx + ıJy)

= J 2
x + ıJxJy → ıJyJx + J 2

y

= J 2
x + ı [Jx, Jy]→ + J 2

y

= J 2
x + J 2

y → ⊋Jz
= J 2 → J 2

z → ⊋Jz
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Ιδιοτιμές Στροφορμής

Άρα η             είναι μια ιδιοκατάσταση του     με ιδιοτιμές
<latexit sha1_base64="+xH544QRAPqJJ3ukBu0ZhSUiqUc="></latexit>

⊋(b± 1)

Αφού     και     μετατίθενται, η              είναι ιδιοκατάσταση και του

<latexit sha1_base64="mmuylBLEHWroNTn+aGcpLq5qRVQ="></latexit>

J± |a, b→
<latexit sha1_base64="cptu8WrHGlCYlBo0T1O2E9LjlOs="></latexit>

Jz

<latexit sha1_base64="cptu8WrHGlCYlBo0T1O2E9LjlOs="></latexit>

Jz
<latexit sha1_base64="y2kYRxrRtp8qMvnZ2qLAY0bk0Bw="></latexit>

J 2 <latexit sha1_base64="mmuylBLEHWroNTn+aGcpLq5qRVQ="></latexit>

J± |a, b→
<latexit sha1_base64="y2kYRxrRtp8qMvnZ2qLAY0bk0Bw="></latexit>

J 2

<latexit sha1_base64="scMQZ8DpS1vRWzsnSDMmNhwGg3g="></latexit>

J 2J± |a, b→ = J±J
2 |a, b→ = ⊋2aJ± |a, b→

Άρα όταν ο      δράσει στην        επηρεάζει μόνο την δεύτερη παράμετρο. Θέτουμε

σταθερά

<latexit sha1_base64="Q/+zXde2gpRn4p8iie8xJxvrSQs="></latexit>

J± |a, b→ = c± |a, b± 1→<latexit sha1_base64="0B5g72ZNGZQ8PA6DBxsa66o1zhU="></latexit>

J±
<latexit sha1_base64="U25c3fkkp048mOCQaF1k5wx8h34="></latexit>

|a, b→

<latexit sha1_base64="m6Tw70vZIrZ4MVxAHQ7LFWATckQ="></latexit>

JzJ± |a, b→ = ⊋(b± 1)J± |a, b→ ↑ c±Jz |a, b± 1→ = c±⊋(b± 1) |a, b± 1→Επιβεβαίωση :

<latexit sha1_base64="KcXRQ+hkcscM6UjGmbA6pK5vtyY="></latexit>

JzJ± |a, b→ = (J±Jz ± ⊋J±) |a, b→
= J±Jz |a, b→± ⊋J± |a, b→
= ⊋bJ± |a, b→± ⊋J± |a, b→
= ⊋(b± 1)J± |a, b→

<latexit sha1_base64="rJ+E1GSvWFeEHb6QMF7bgl2AMCM="></latexit>

[Jz, J±]→ = ±⊋J± → JzJ± ↑ J±Jz = ±⊋J± → JzJ± = J±Jz ± ⊋J± ↓

<latexit sha1_base64="9mmRouNUHhg7A7k9RzWTKCRxLO0="></latexit>[
J
2, J±

]
→ = O → J

2
J± ↑ J±J

2 = 0 → J
2
J± = J±J

2 ↓



6

Ιδιοτιμές Στροφορμής

Γνωρίζουμε πως

Άρα

Ο    έχει κάποιο όριο,        , άρα πρέπει να υπάρχει κατάσταση             η οποία δε μπορεί να αυξηθεί περαιτέρω
<latexit sha1_base64="B8CmgC35i0teA72bPUI/lJGZkn0="></latexit>

b
<latexit sha1_base64="nnA/eylTJNEvQUlHUqGZyQcHYfE="></latexit>

bmax

<latexit sha1_base64="H6+qUov1ZYk3PZ6H2NrKcvO+yiI="></latexit>

|a, bmax→

<latexit sha1_base64="R9j/tNKy3j2B8y+eomLLLJ5fuew="></latexit>

a→ b2max → bmax = 0 ↑ a = b2max + bmax = bmax(bmax + 1)

<latexit sha1_base64="ohW4BZB8as5p1EbbmfDYC4bI59Y="></latexit>

J
2 = J

2
x + J

2
y + J

2
z → J

2 ↑ J
2
z = J

2
x + J

2
y ↭ O

<latexit sha1_base64="uZJYFqdXbJ1rRxxnfDe5mjOLpTg="></latexit>

→a, b| J 2 ↑ J 2
z |a, b↓ = ⊋2(a↑ b2) ↭ 0 ↔ a ↭ b2

<latexit sha1_base64="RHDfwhMZ5WehEaZ32cw6YIao9fo="></latexit>

J+ |a, bmax→ = 0 ↑ J→J+ |a, bmax→ = 0
<latexit sha1_base64="66rkbMxbJ8hZptNTC7mAg7bE+FI="></latexit>

J→J+ = J 2 → J 2
z → ⊋Jz ↑ (J 2 → J 2

z → ⊋Jz) |a, bmax↓ = ⊋2(a→ b2max → bmax) |a, bmax↓ = 0

Αντίστοιχα

<latexit sha1_base64="WOCPn1Tulhu33y88R1x82K7O4iA="></latexit>

a→ b2min + bmin = 0 ↑ a = b2min → bmin = bmin(bmin → 1)

<latexit sha1_base64="Q3eOudpe/MWrbkvzsuUM3hrzzmY="></latexit>

J→ |a, bmin→ = 0 ↑ J+J→ |a, bmin→ = 0
<latexit sha1_base64="YIjHyeAQrjihwVQb9iCD5xaAayQ="></latexit>

J+J→ = J 2 → J 2
z + ⊋Jz ↑ J 2 → J 2

z + ⊋Jz |a, bmin↓ = ⊋2(a→ b2min + bmin) |a, bmin↓ = 0

Από το οποίο συμπεραίνουμε πως :
<latexit sha1_base64="LyCMtURoqiaVwn6BhA+AnbuYqgc="></latexit>

bmax = →bmin ↑ →bmax ↭ b ↭ bmax
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Ιδιοτιμές Στροφορμής

Άρα ο αριθμός    μπορεί να είναι ακέραιος (άρτιος ή περιττός) ή το μισό ενός περιττού αριθμού.

Θέτωντας               και           οι ιδιοτιμές του     είναι :                   , ενώ
<latexit sha1_base64="y2kYRxrRtp8qMvnZ2qLAY0bk0Bw="></latexit>

J 2

Αν υποθέσουμε πως εφαρμόσαμε    φορές τον τελεστή αναβίβασης για όλο το φάσμα έχουμε

Άρα έχουμε :

όπου :                            και

<latexit sha1_base64="tFU8zgOPJ97iK1hK4I1bW0xleCo="></latexit>

Jz |j,m→ = ⊋m |j,m→
<latexit sha1_base64="O0otiQ+xVdpkgUA2cyAAU4QUaT8="></latexit>

j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, · · ·

<latexit sha1_base64="NEP3fXcTdFsOWG9jq1zo0tPsbI0="></latexit>

m = →j,→(j → 1), · · · , j → 1, j

Άρα για κάθε    υπάρχουν           τιμές του
<latexit sha1_base64="V4a99NznGJuFKWLOQqzTPPN/V64="></latexit>

j
<latexit sha1_base64="o5NqI2kWY+L7ET6C2sEeF+BppHs="></latexit>

2j + 1 <latexit sha1_base64="Gt918khhybGFxX7oIJOk06VL728="></latexit>m

Για παράδειγμα, αν         τότε το     λαμβάνει τις τιμές : 
<latexit sha1_base64="LwIAkPP+XrCE7oFxPh1gRZfKZQk="></latexit>

j = 1 <latexit sha1_base64="Gt918khhybGFxX7oIJOk06VL728="></latexit>m
<latexit sha1_base64="uwQV9yi2aiGcbCJpwRpl5iJNEos="></latexit>→1, 0, 1

Για παράδειγμα, αν          τότε το     λαμβάνει τις τιμές : 
<latexit sha1_base64="/UkdL7RvtqGfGehji9WuhcGE7ZY="></latexit>

j =
5

2
<latexit sha1_base64="Gt918khhybGFxX7oIJOk06VL728="></latexit>m

<latexit sha1_base64="sCK5Frlv4KG366+hhOlCD1T7HbU="></latexit>

→5

2
,→3

2
,→1

2
,
1

2
,
3

2
,
5

2

<latexit sha1_base64="40MWLVy9IuvfONR+m9waFlfDOJw="></latexit>

a = j(j + 1)
<latexit sha1_base64="zidYbgAKjfEHuTS5PsiMhwsgoEw="></latexit>

j = bmax

<latexit sha1_base64="PKD/LdLRzcfNlMqFIVUYNJZbAjQ="></latexit>

J 2 |j,m→ = ⊋2j(j + 1) |j,m→

<latexit sha1_base64="V4a99NznGJuFKWLOQqzTPPN/V64="></latexit>

j

<latexit sha1_base64="1i5Gi9m5d5RI31JAjRrTdsSiAQc="></latexit>n
<latexit sha1_base64="Dp70P3UdFqZRDcp2bZI5jdf8WCc="></latexit>

bmax = bmin + n → bmax = ↑bmax + n → bmax =
n

2
<latexit sha1_base64="YhPMntz0PGWudWtF3goux3X8f34="></latexit>→j ↭ m ↭ j

<latexit sha1_base64="5rpoNTAlCfpuND5rbDwcKp+fYvY="></latexit>

m = b
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Ιδιοτιμές των Τελεστών Αναβίβασης και Υποβίβασης

Για τον τελεστή αναβίβασης έχουμε                                     άρα

Άρα έχουμε :

<latexit sha1_base64="VvtG10Q0JKxOmyc6nP0vDisdfMw="></latexit>

J± |j,m→ = c± |j,m± 1→
<latexit sha1_base64="Nr0lbkP0WrloHBcfyD2NWQuR6Oc="></latexit>

→J± |j,m↑→2 = ↓j,m| J †
±J± |j,m↑

= ↓j,m| J→J± |j,m↑
= ↓j,m| (J 2 ↔ J 2

z ↗ ⊋Jz) |j,m↑
= ⊋2j(j + 1)↔ ⊋2m2 ↗ ⊋2m

<latexit sha1_base64="wtT7bXcUzAEEfelfLdnvNWsofMY="></latexit>

→J± |j,m↑→2 = |c±|2 ↓j,m± 1|j,m± 1↑

<latexit sha1_base64="CCZUjLOytxNuZFeFAhwix3u/5hA="></latexit>

} <latexit sha1_base64="Bo+IanzBLoKbohDDpddDBSS3/0k="></latexit>→

η τιμή έγινε πραγματική γιατί απορροφούμε  
τη φάση στην κατάσταση

<latexit sha1_base64="oCrjDIsD4qZljiE0lL14hu12shk="></latexit>

|j,m± 1→

<latexit sha1_base64="hDtfahaq+v3MRUKw6aaXDWd6QjY="></latexit>

|c±|2 = ⊋2j(j + 1)→ ⊋2m2 ↑ ⊋2m ↓ c± = ⊋
√

j(j + 1)→m(m± 1)

<latexit sha1_base64="EEStthMterLw4up4YUKtQjLNIuQ="></latexit>

J± |j,m→ = ⊋
√

j(j + 1)↑m(m± 1) |j,m± 1→
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Ιδιοτιμές των Συνιστωσών της Στροφορμής

Άρα οι αναμενόμενες τιμές των      και      είναι :
<latexit sha1_base64="pX0PB/xqPZT+fB+wUaTxBGz2Ap4="></latexit>

→j,m| Jx |j,m↑ = 0
<latexit sha1_base64="15ImRDKWeErm6LxvPLBNM2q8Rjc="></latexit>

→j,m| Jy |j,m↑ = 0

<latexit sha1_base64="0oxoMfMV6yPEtigZH+PRyPOZbdY="></latexit>

Jx
<latexit sha1_base64="DW1npO3L2a0KswlceIpzmtgdZsM="></latexit>

Jy

Δείτε και πρόβλημα 5.1

<latexit sha1_base64="uV9xnO50hAYS9RgOwCw/md9FnfE="></latexit>

Jx =
1

2
(J+ + J→) → Jx |j,m↑ = 1

2
(J+ + J→) |j,m↑

=
⊋
2

[√
j(j + 1)↓m(m+ 1) |j,m+ 1↑+

√
j(j + 1)↓m(m↓ 1) |j,m↓ 1↑

]

<latexit sha1_base64="SisZ7bG5d65laaSwbQ76nPb3BnI="></latexit>

Jy =
1

2ı
(J+ → J→) ↑ Jy |j,m↓ = 1

2ı
(J+ → J→) |j,m↓

=
⊋
2ı

[√
j(j + 1)→m(m+ 1) |j,m+ 1↓ →

√
j(j + 1)→m(m→ 1) |j,m→ 1↓

]
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Ολική και Σχετική Φάση Κατάστασης

Έστω πως έχουμε μια κατάσταση
<latexit sha1_base64="R2GhL7/IERfHX9Usx5MTdUvKP8E="></latexit>

|ω→ = a |0→+ b |1→

Μετά την επίδραση της ολικής φάσης θα έχουμε
<latexit sha1_base64="yA9cXOLqmmW54wZVk5JmQcYYsgo="></latexit>

|ω→→ = eıω(a |0→+ b |1→) = aeıω |0→+ beıω |1→

Μετά την επίδραση της σχετικής φάσης θα έχουμε
<latexit sha1_base64="IGgcOpczOdRodCEllI2Zi5tTKp0="></latexit>

|ω→→→ = a |0→+ beıω |1→

Ποια η πιθανότητα να πάρουμε την ιδιοτιμή 1 αν μετρήσουμε την ιδιότητα                               ?
<latexit sha1_base64="TC1oBlyKRAqQOn29AiAZjJsmqf0="></latexit>

X = |+→↑+|↓ |↓→↑↓|

<latexit sha1_base64="e2GAGcGW47ZYb1QxC0cDWI2tQy8="></latexit>

|→+|ω→→↑|2 =

∣∣∣∣

(
→0|+ →1|↓

2

)
(|0↑+ beıω |1↑)

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
a↓
2
+

beıω↓
2

∣∣∣∣
2

=
|a+ beıω|2

2

<latexit sha1_base64="VW2G4RmzcPMHn3S6ifhhSXu3Tx0="></latexit>

|→+|ω→↑|2 =

∣∣∣∣

(
→0|+ →1|↓

2

)
(aeıω |0↑+ beıω |1↑)

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
aeıω↓

2
+

beıω↓
2

∣∣∣∣
2

=
|(a+ b)eıω|2

2
=

|a+ b|2

2

Με την ολική φάση έχουμε :

Με την σχετική φάση έχουμε :

Χωρίς την φάση έχουμε :
<latexit sha1_base64="ChWyKoTWQ138k5ePKKpYfgODa0I="></latexit>

|→+|ω↑|2 =

∣∣∣∣

(
→0|+ →1|↓

2

)
(a |0↑+ b |1↑)

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
a↓
2
+

b↓
2

∣∣∣∣
2

=
|a+ b|2

2


